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Введение
При анализе стационарных плазменных про
цессов в межэлектродном зазоре (МЭЗ) термоэ
миссионного преобразователя энергии (ТЭП)
необходимо решать краевую задачу, граничные
условия которой задаются у электродов в виде ура
внений баланса потоков частиц и энергии [1, 2].
Нахождение численного решения краевой задачи
затруднено и объясняется наличием особых точек
и особого поведения решений уравнения диффу
зии плотности плазмы в МЭЗ [3]. В [3] было пред
ложено анализировать возможные решения ста
ционарного уравнения диффузии на фазовой пло
скости плотность плазмы – ионный ток. Для ли
нейного случая, когда коэффициент ионизации
функции генерации заряженных частиц в объеме
плазмы не зависит от плотности плазмы, распреде
ление плотности плазмы в МЭЗ слабо зависит от
температуры электронов, которая находится из
трансцендентного уравнения [2, 3]. При сравни
тельно малой плотности плазмы на ионизацию
оказывает существенное влияние излучение воз
бужденных атомов, которое ухудшает условия ио
нообразования. Функция генерации становится
нелинейной относительно плотности плазмы [4]. В
работе [5] приближенное решение нелинейной
краевой задачи сводилось к решению модифици
рованного трансцендентного уравнения.
Точное решение данной краевой задачи может
быть получено с помощью численных методов. В
этом случае краевая задача редуцируется к множе
ству задач Коши и применяется достаточно эффек
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тивный метод пристрелки. Суть данного метода за
ключается во введении одной или нескольких
управляющих переменных (параметров) и в после
дующем нахождении их из системы уравнений. Так
как в данной статье рассматривается система двух
дифференциальных уравнений, то достаточно за
дание одного управляющего параметра. При боль
шом числе параметров решающее значение для ус
пешного решения краевой задачи имеет их выбор.
В нашем случае на процесс поиска решения, ра
спределений плотности плазмы и ионного тока в
МЭЗ, существенно влияет вид функции для упра
вляющего параметра, минимизация которой по
зволяет численно найти решение краевой задачи.
В данной статье для конкретных параметров
ТЭП на основании представления решений уравне
ния диффузии на плоскости плотность плазмы –
ионный ток исследовано влияние структуры функ
ции для управляющего параметра краевой задачи
на область сходимости её численных решений.
Математическая модель и методика её исследования
Задаются параметры ТЭП: температура эмитте
ра TE, температура коллектора TC, давление паров
цезия pCs, величина МЭЗ d, работа выхода эмиттера
FE, работа выхода коллектора FC и плотность тока
преобразователя J. Основные физические упроще
ния математической модели о диффузии плазмы
состоят в следующем. Предполагается, что плот
ность ионов низкотемпературной плазмы равна
плотности электронов, плазма слабоионизована,
температуры ионов и электронов постоянны по за
зору. При этих предположениях изменения норми
рованных плотности плазмы n– и ионного тока Ji
–
в
МЭЗ описываются системой обыкновенных диф
ференциальных уравнений (нормированные вели




где e, m – заряд и масса электрона; M – масса иона
цезия; k – постоянная Больцмана; v–i(TE), v
–
у(TE) – ха
отические (тепловые) скорости ионов и электронов в
плазме с температурой частиц равной температуре
эмиттера; na – плотность атомов цезия в зазоре; x, ξ
– размерная и безразмерная координаты, опреде
ляющие расстояние в МЭЗ от эмиттера; JEe – плот
ность тока Ричардсона – Дэшмана с эмиттера;
A=120 А/(К2см2) – теоретическая эмиссионная по
стоянная; Te, Ti – температуры электронов и ионов.
Параметры коэффициента ионизации S0(n,Te) и






плотности тока в МЭЗ связаны соотношением:
Подвижности частиц μ плазмы связаны с коэф
фициентами диффузии D соотношением Эйн
штейна:
(4)
где lβa – длина свободного пробега частиц β=e,i
(электронов и ионов) в атомах цезия; σβa – сечение
столкновение частиц β=e,i с атомами цезия.
Коэффициенты k1, k2 системы уравнений (1) по
стоянные и положительные, т. к. рассматриваются
токи J
–
>0; k3 – положительная величина, в общем
случае зависящая от плотности плазмы.
Для тяжелой компоненты плазмы граничные
температуры с хорошей степенью точности совпа
дают с температурами электродов [1]: Ti0=TE,
Tid=TC. В МЭЗ температура ионов обычно равна по
лусумме температур электродов Ti=(TE+TC)/2. В не
которых случаях принимают Ti=TE [2, 3].
Краевые условия для плотности плазмы и ион
ного тока в общем случае имеют сложный вид и за
висят от полярности приэлектродных барьеров
[1–3]. В дуговом режиме ТЭП, когда приэлектрод
ные барьеры задерживают электроны плазмы и
можно пренебречь ионными эмиссионными тока
ми с электродов, ионные токи на эмиттер Ji0 и кол
лектор Jid равны (по абсолютной величине) удвоен
ным хаотическим ионным токам из плазмы:
(5)
где n0, nd – плотности плазмы у эмиттера и коллек
тора. Для нормированных переменных краевые
условия принимают вид
(6)
Методика исследования данной краевой задачи
включает этап анализа её возможных решений на
фазовой плоскости плотность плазмы – ионный
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) [3]. Краевые условия третьего рода (6)
представляются в виде полупрямых, проведенных в
четвертом (ξ=0) и первом (ξ=0) квадрантах пло
скости (n–,Ji
–
). Для линейной краевой задачи
k3=k3(Te) решения n
–=n–(ξ) существуют только при
определенных температурах электронов Te [2]. Ис
пользуя представление решения краевой задачи на
плоскости (n–,Ji
–
) в [3] получено трансцендентное
уравнение, позволяющее определить Te
(7)
Решение нелинейной краевой задачи с
k3=k3(n,Te) находится численными методами, при
этом используется алгоритм, основанный на мето
де пристрелки, позволяющий редуцировать исход
ную задачу к множеству задач Коши. Фиксируется
точка на фазовой плоскости (n–i0K,Ji
–
0K), удовлетво
ряющая краевому условию у эмиттера (6) и являю
щаяся начальными условия для задачи Коши. Чи
сленно интегрируется задача Коши, например, ме
тодом Рунге–Кутта четвертого порядка, и на пра
вом конце интервала ξ∈[0,1] фиксируется точка на
фазовой плоскости у коллектора с координатами
(n–i1K , Ji
–
1K). Затем варьируется температура электро
нов Te (управляющий параметр) до тех пор, пока
координаты данной точки не будут удовлетворять
соответствующему граничному условию (6) при
ξ=1. Для организации итерационного процесса для
параметра Te необходимо определить соответ
ствующую функцию (критерий). Естественный вид






K, наклон прямой на фазовой плоско
сти, определяемый точкой (n–i0K, Ji
–
0K). Второй вид
функции (критерий II) можно записать на основа
нии (8) с учетом (7)
(9)
Результаты математического моделирования
Особенности поведения критериев (8) и (9)
можно исследовать, не решая задач Коши. Воз
можные значения m2K определяются положением
радиусвектора на фазовой плоскости, т. е. они за
висят от угла ϕ, отсчитываемого против часовой
стрелки от положительного направления оси on–. В
этом случае n–=R0cos(ϕ) и J–i=R0sin(ϕ), R0 – длина
радиусвектора. При исследовании функций мож
но не учитывать значение m2 и принять m2=0, т. к.
константа не влияет на особенности их поведения.
На рис. 1, а, б, представлено поведение функ
ций (8) и (9) при изменении угла радиусвектора в
диапазона ϕ∈[–π/2,3π/2]. Причем для (9) взяты
значения главной ветви арктангенса.
Видно, что исследуемые функции в точках π/2 и
–π/2 терпят разрыв. Причем для (8) это разрывы
второго рода (функции равны ±∞), а для (9) – пер
вого рода (функции равны π/2). Эти разрывы су
щественно влияют на процесс нахождения корней
функций, и, следовательно, на весь процесс поиска
решения краевой задачи. На самом деле, из рис. 1,
а, б, видно, что функции (8) и (9) будут иметь бес
конечное множество корней (точки пересечения
сплошных и пунктирных кривых). Но физически
адекватное решение краевой задачи (n–>0) находит
ся только в диапазоне для ϕ∈[–π/2, π/2]. Поэтому
необходимо построить однозначную функцию для
управляющего параметра, в частности, устранить
разрывы функции. Это можно сделать только во
втором случае, т. к. в первом случае разрывы явля
ется неустранимыми.
Разрывы во втором случае устраняются, когда в
качестве первого слагаемого для функции (9) бе
рутся значения Arctg(m2K)=arctg(m2K)±πi, где
i=0,1,2... – число пересечений радиусвектором
оси oJ
–
i; плюс берется при вращении радиусавекто
ра против часовой стрелки, минус – по часовой.
Тогда критерий III запишется следующим образом
(10)
На рис. 1, в, изображена функция (10), в форму
ле для Arctg(m2K) брался плюс. Видно, что имеется
единственный корень данной функции.
Исследовались функции z1, z2, z3 и решения нели
нейной краевой задачи для следующих параметров
3 2 2( ) Arctg( ) arctg( ) 0.e Kz T m m≡ − =
2 2 2( ) arctg( ) arctg( ) 0.e Kz T m m≡ − =
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Рис. 1. Поведение функций при m2=0 (сплошные кривые): а) z1; б) z2; в) z3. Значения ординат пунктирных прямых: а) m2=1,453;
б, в) arctgm2=0,967
ТЭП: TE=1800 K, TC=950 K, pCs=533,3 Па (4 мм рт.ст.),
d=0,025 см, FE=2,550 эВ, FC=1,655 эВ. Эмиссионная
плотность тока с эмиттера JEe=28,3 А/см2, нормиро
вочная плотность плазмы nE=2,68·1013 см–3, параме
тры краевых условий m1=2,0, m2=1,453. Сечения эл
ементарных процессов (столкновения частиц) при
нимались равными σia=1,0·10–13 см2, σea=3,5·10–14 см2
[1, 2]. Плотность тока в расчетах варьировалась.
Табулировались функции управляющего пара
метра для температуры электронов в интервале
1500...4000 K и двух значений плотности тока
J
–
=0,1; 0,5. Предполагалось, что область определе
ния граничных условий (6) полуплоскость n–>0.
Система (1) интегрировалась с шагом h=0,01 как от
эмиттера к коллектору с начальными условиями
(n–i0K, Ji
–
0K)=(0,675; –0,1351), так и от коллектора к
эмиттеру – (n–i1K, J
–
i1K)=(0,0262; 0,0381). В послед
нем случае величины m2K в функциях заменялись на
m1K. Значения тока J
–
выбраны для исследования
поведения функций управляющего параметра в
двух характерных ситуациях: когда при интегриро
вании от эмиттера к коллектору область определе
ния коллекторных условий достижима, и когда её
достижение невозможно.
На рис. 2, а, б, представлено поведение функ
ции z3=z3(Te) при J
–
=0,1, соответственно, когда
m2=m1=0. Функции непрерывные, но в местах раз
рыва функций z1 и z2 они имеют существенный гра
диент. Сравнение функций z3, полученных при раз
ных направлениях интегрирования, показывает,
что при интегрировании от коллектора к эмиттеру
(рис. 2, б) функция в точках пересечения оси oJi
–
из
меняется более плавно. Это обстоятельство позво
ляет применять для нахождения корня уравнения
(10) градиентные методы.
Характер поведения функции z3 существенно
меняется, если не достигается область существова
ния граничных условий на противоположном кон
це интегрирования. Для моделирования такой си
туации бралось значение тока J
–
=0,5 (рис. 3). Пове
дение функции z3, полученной при интегрирова
нии от эмиттера к коллектору (рис. 3, а), становит
ся немонотонным и появляются разрывы.
Картина поведения функции z3 при интегриро
вании от коллектора к эмиттеру при увеличении
тока J
–
существенно не меняется (рис. 3, б). Функ
ция z3 монотонна, разрывы отсутствуют, но в обла
стях разрыва функций z1 и z2 её производная возра
стает по сравнению со случаем J
–
=0,1. Такое пове
дение функции управляющего параметра объясня
ется тем, что область определения эмиттерных
условий для J
–
=0,5 достигается при интегрирова
нии от коллектора к эмиттеру.
Перейдем к изложению результатов, связанных
с исследованием решений нелинейной краевой за
дачи (1)–(6). На рис. 4 представлены зависимости
температуры электронов Te от максимального зна
чения распределения плотности плазмы в зазоре
n–max при изменении некоторых параметров модели.
Зависимости получены для трех значений плотно
сти тока ТЭП, которые выбирались из следующих
соображений. Теоретическая оценка тока квазина
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Рис. 2. Зависимость функции z3 от температуры электронов при интегрировании: a) от эмиттера к коллектору; б) от коллекто
ра к эмиттеру.  J–=0,1
Рис. 3. Зависимость функции z3 от температуры электронов при интегрировании: a) от эмиттера к коллектору; б) от коллекто
ра к эмиттеру.  J–=0,5
сыщения в диффузионном режиме, без учета объе
мной ионизации [1], дает значений J
–
dif=0,03. Поэ
тому минимальное значение тока бралось J
–
=0,05.
Остальные два значения соответствуют токам сла
боразвитого J
–
=0,25 и развитого J
–
=0,5 дугового
режима. Две группы кривых соответствуют двум
приближениям температуры ионов в МЭЗ: средне
му значению Ti=(TE+TC)/2=1375 K и максимально
му – Ti=TE=1800 K.
Рис. 4. Зависимость температуры электронов Te от макси
мального значения плотности плазмы в зазоре n–max
Данные зависимости построены следующим об
разом. В соответствии с алгоритмом решения крае
вой задачи, изложенным выше, фиксировалось
точка на фазовой плоскости точка (n–i1K, Ji
–
1K), удо
влетворяющая краевому условию у коллектора (6).
Решалась краевая задача, находились распределе
ния плотности плазмы и ионного тока в МЭЗ при
соответствующей температуре электронов Te. Затем
определялось максимальное значение плотности
плазмы в зазоре n–max, и получалась точка зависимо
сти Te=Te(n
–
max). Нижняя граница области определе
ния краевого условия для неэмиттирующего кол
лектора (6) рассчитывалась по формулам [3]
(11)
Верхний нулевой индекс означает, что приэлек
тродный потенциальный барьер у коллектора ра
вен нулю. Верхняя граница области определения
краевого условия (6), в принципе, равна бесконеч
ности, но на практике – конечным значениям, вы
бираемым из физических соображений. Заметим,
что при параметрах компенсации у эмиттера βE<<1
(в нашем случае βE=0,018) краевое условие (6) у
данного электрода хорошо описывает случай и для
противоположной полярности оболочки, когда
электроны плазмы ускоряются. Поэтому ограниче
ния на область определения краевой задачи в це
лом накладываются только равенствами (11).
На рис. 5 представлены зависимости плотности
плазмы у коллектора n–1K от максимального значе
ния распределения плотности плазмы в зазоре n–max
для тех же температур ионов в зазоре.
На рис. 6 показаны распределения плотности
плазмы и ионного тока в МЭЗ на фазовой плоско
сти (n–, Ji
–
) для трех значений плотности тока ТЭП
J
–
, Ti=1375 K и одинаковой n
–
max=4,6.
Рис. 5. Зависимость плотности плазмы у коллектора  n–1K от
максимального значения плотности плазмы в зазоре
n–max
Рис. 6. Распределения параметров плазмы в межэлектродном
зазоре. Представление на фазовой плоскости (n–,  Ji
–)
В данной статье рассматривается функция гене
рации без учета объемной рекомбинации. В такой
модели рост максимального значения плотности
плазмы в зазоре n–max неограничен и, в принципе, не
зависит от Te при больших значениях n
–
max. При уче
те объемной рекомбинации n–max ограничивается
плотностью Саха [1, 2]
где ge, gi, ga – статистические веса электрона, иона и
атома цезия; h – постоянная Планка; Vi – потенциал
ионизации цезия. На рис. 4 штриховой линией изо
бражена зависимость Te=Te(n
–
sh) для значения темпе
ратуры атомов цезия в зазоре Ti=1375 K. При увели
чении Ti плотность атомов цезия в зазоре na уменьша
ется и, согласно (12), данная кривая смещается влево.
Штрихпунктирной линией на рис. 4 показана
зависимость Te=Te(n
–
sh) для функции генерации без
учета излучения возбужденных атомов [1], полу
ченная с помощью (7). Значения функции практи
чески равны константе, и изменяются на несколь
ко градусов, при изменениях J
–
в широком диапазо
не и n–max на порядок. На рис. 6 крестиками изобра
жено решение на фазовой плоскости для функции
генерации [1] при J
–
=0, Ti=1375 K и n
–
max=4,6.
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Обсуждение результатов
Полученные результаты показывают, что выбор
функции для управляющего параметра (температу
ры электронов Te) краевой задачи существенно
влияет на процесс поиска физически адекватного
решения. Некоторые функции, в нашем случае z1 и
z2, имеют разрывы второго и первого рода, и про
цесс поиска для некоторых начальных приближе
ниях параметра сходится к решению с n–<0. Для
управляющего параметра построена функция z3,
имеющая один экстремум, не имеющая разрывов и
позволяющая находить физически адекватные ре
шения n–>0.
При выборе в качестве алгоритма решения кра
евой задачи метода пристрелки, существенным
оказывается выбор направления интегрирования в
межэлектродном зазоре. Анализ области возмож
ных решений краевой задачи на фазовой плоско
сти показал [3], что при учете в (1) проходящего то
ка J
–
через преобразователь с помощью коэффици
ента k1, фазовый портрет системы смещается по
оси oJi
–
на величину –k1/k2. В случае J
–
>0 имеются
начальные условия (n–i0K, Ji
–
0K) задачи Коши, при ко
торых области определения граничных условий у
коллектора недостижимы и на функции z3 появля
ются разрывы (рис. 3, а). Процесс поиска решения
краевой задачи становится неустойчивым. Иссле
дования показали, что для создания адекватного
критерия (функции z3) необходимо при J
–
>0 инте
грировать систему (1) от коллектора к эмиттеру, а
при J
–
<0 – от эмиттера к коллектору.
При варьировании параметров ТЭП меняются
только параметры вложенных эллипсов, которые
представляют фазовые траектории системы (1).
Поэтому предложенный алгоритм решения крае
вой задачи применим и для других параметров
ТЭП.
Таким образом, учет сдвига фазового портрета
системы (1) для линейных граничных условий (6)
значительно влияет на поведение функции упра
вляющего параметра. Процесс построения нераз
рывной функции управляющего параметра крае
вой задачи существенно усложняется при учете не
линейных граничных условий, когда учитываются
различные полярности приэлектродных оболочек
[1–3].
Перейдем к анализу результатов, связанных с
решением краевой задачи (1)–(6). Зависимости
Te=Te(n
–
max), изображенные на рис. 4, для разных
значений тока J
–
и фиксированном Ti=1375 K хоро
шо ложатся на одну кривую, которая при больших
значениях n–max>10 стремится к константе. Учет
объемной рекомбинации ионов цезия в МЭЗ при
ведёт к тому, что область слабой зависимости Te от
n–max значительно сократится, т. к. асимптотой будет
зависимость Te=Te(n
–
sh) [2, 3]. С уменьшением тока
J
–
область возможных решений существенно сме
щается в область малых значений плотностей плаз
мы, достигая величины n–max=0,46. При этом на
151 K (6 %) возрастает Te. Аналогичное увеличение
температуры электронов отмечалось в [5]. Это пря
мое влияние на функцию генерации процессов из
лучения возбужденных атомов цезия, которые за
метно ухудшают ионообразование в плазме. Без
учета этих процессов температура электронов по
нижается на 134 K (5,3 %) (рис. 4, штрихпунктир
ная линия). При увеличении Ti до 1800 K общая
картина поведения зависимостей Te=Te(n
–
max) сохра
няется, но Te увеличивается на 90 K (3,5 %). Это
происходит в основном за счет уменьшения плот
ности атомов цезия в МЭЗ и как следствие – ухуд
шение ионообразования.





max) имеют небольшое расслоение при ва
риации тока J
–
и фиксированном Ti. При уменьше
нии проходящего тока эти зависимости фактиче
ски совпадают для разных температур ионов в зазо
ре. Это подтверждается выражениями (11), в кото
рых n– 01K зависит линейно от J
–
и обратно пропор
ционально, с небольшим коэффициентом, от √–Ti.
Конфигурации параметров плазмы практиче
ски совпадают по форме для разных значений тока
J
–
(рис. 6). Смещение зависимостей параметров
плазмы по оси oJi
–
с хорошей точностью равны со
ответствующим значениям величины –k1/k2. Особо
отметим, что конфигурация параметров плазмы,
полученная для функции генерации без учета по
терь на излучение [1] (рис. 6, крестики), практиче
ски совпадает с распределением при J
–
=0,05, полу
ченным с учетом потерь на излучение. Это указы
вает на устойчивость конфигураций параметров
плазмы к значительным изменениям функции ге
нерации.
Выводы
1. Показано, что функции для управляющего па
раметра (температуры электронов) краевой за
дачи о диффузии плазмы, построенные тради
ционным способом, имеют разрывы первого и
второго рода. Предложена целевая функция, не
имеющая разрывов. На основании анализа не
линейной краевой задачи на фазовой плоскости
плотность плазмы – ионный ток предложен ал
горитм поиска физически адекватных числен
ных решений.
2. Исследованные решения краевой задачи имеют
характерные особенности, как и решения, по
лученные другими авторами. При уменьшении
плотности плазмы растут потери ионов за счет
излучения возбужденных атомов. Эти потери
можно восстановить только за счет увеличения
на несколько процентов температуры электро
нов. Показано, что для различных функций ге
нерации ионов в зазоре термоэмиссионного
преобразователя получаются практически оди
наковые конфигурации параметров плазмы, но
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Одной из проблем, возникающей при функци
онировании сложной нелинейной систем, включа
ющей электропитающее оборудование, является
искажение формы напряжения, вызванные гармо
ническими составляющими тока, потребляемого
несимметричной и динамической нагрузками. Не
симметрия нагрузки трехфазной сети обусловлена
применением однофазных нагрузок, подключа
емых к разным фазам. Большая часть компьютер
ного оборудования, предназначенного для монито
ринга промышленного и офисного оборудования,
представляет собой динамические нагрузки, что
создает помеху в электросеть. Суммарный эффект
этих нагрузок выражается в искажении напряже
ния, которое воздействует на другое оборудование,
подключенное к этому же источнику. Это может
вызывать сбои в других устройствах, повреждения
аппаратуры и другие нежелательные эффекты.
Степень искажения напряжения определяется
коэффициентом искажения синусоидальности KU1,
коэффициентами несимметрии напряжения по об
ратной K2U1i и нулевой последовательности K0U1 [1].
Эффекты, вызываемые высшими гармониками на
пряжения и тока, делятся на эффекты мгновенного
и длительного воздействия. К эффектам мгновен
ного воздействия относят искажения формы пи
тающего напряжения; падение напряжения в ра
спределительной сети; эффект гармоник, кратных
трем (в трехфазных сетях); резонансные явления на
частотах высших гармоник; наводки в оборудова
нии иных систем и управляющих сетях; повышен
ный акустический шум в электромагнитном обору
довании; вибрация в электромашинных системах.
Проблемы длительного воздействия – это нагрев и
дополнительные потери в трансформаторах и элек
трических машинах; нагрев конденсаторов и на
грев кабелей распределительной сети.
Высшие гармоники тока, кратные трем (т. е. 3, 9,
15, 21 и т. д.), определяющие высокое значение ко
эффициента амплитуды и генерируемые однофаз
ными нагрузками, имеют специфическое результи
рующее воздействие в трехфазных системах. В сба
лансированной (симметричной) трехфазной системе
гармонические токи во всех трех фазах сдвинуты на
120°, а сумма токов в нейтральном проводнике равна
нулю. Следовательно, не возникает и напряжения
смещения нейтрали. Это утверждение остается спра
ведливым для большинства гармоник. Однако неко
торые из них имеют направление вращения вектора
тока в ту же сторону, что и основная гармоника (пер
вая, 50 Гц), т. е. имеют прямую последовательность.
Другие же вращаются в обратном направлении и, та
ким образом, имеют обратную последовательность.
Это не относится к гармоникам, кратным третьей:
n=3(2k+1), где k=0, 1, 2, ...
В трехфазных цепях они сдвинуты на 360°, сов
падают по фазе и образуют нулевую последователь
ность. Нечетные гармоники, кратные трем, сумми
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